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概要
結び目理論で不変量として導入されたカンドルは，対称空間の一般化と見なすことができる．
近年では対称空間論の手法をカンドルに応用する研究が行われている．対称空間のオイラー標数
は，点対称から定まる自然な群作用を用いて計算できる．そこで，これを一般化してカンドルに
オイラー標数を定義する．また，位相空間のオイラー標数と似た性質をカンドルのオイラー標数
が持つことを紹介する．本研究は田丸博士氏 (大阪公立大学)との共同研究に基づく．

1 導入
位相空間のオイラー標数は重要な位相不変量である．その定義はホモロジー群を通して Betti 数

の交代和として与えられ，セル分割の各次元のセルの数の交代和でも計算できる．一方で，Hopfと
Samelson[1]は，コンパクト Lie群の等質空間のオイラー標数は，極大トーラスの作用の固定点の数
と一致するを示した．特に，各点に点対称が定義された空間である対称空間の場合には，その点対称
から自然に導かれる群作用を用いて，オイラー標数が計算できる．
カンドルは結び目理論で不変量として導入された代数系で，群の共役演算を抽象化した公理を持

つ．対称空間の点対称はカンドルの公理を満たし，したがって対称空間はカンドルとなる．言い換え
ると，カンドルは対称空間の位相を忘れて，つまり，対称空間を離散化して点対称の性質のみに着目
した代数系と言える．
本研究では，対称空間論の視点からカンドルにオイラー標数を定義する．つまり，カンドル構造か

ら自然に群作用が定まるが，その作用を用いてカンドルオイラー標数の定義を与える．特に，連結コ
ンパクト Riemann対称空間の場合には，今回定義するカンドルオイラー標数は位相空間としてのオ
イラー標数と一致する．また，いくつかのカンドルに対するオイラー標数の計算結果も与え，さら
に，位相空間のオイラー標数と似たいくつかの性質を見る．
本稿は [4]に基づく．

2 準備
まず，カンドル [3] の定義を与える．カンドル構造を二項演算で与えることも多いが，ここでは

対称空間の考え方に基づいて，各点に写像を与えることで定義する．集合 X 上の写像全体の集合を
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Map(X,X)と書く．

定義 2.1 ([3]). 空でない集合 X と写像 s : X → Map(X,X) (sx := s(x)と書く)の組 (X, s)が次
の 3条件を満たすときカンドルという：

1. 任意の x ∈ X に対して，sx(x) = x，
2. 任意の x ∈ X に対して，sx : X → X は全単射，
3. 任意の x, y ∈ X に対して，sy ◦ sx = ssy(x) ◦ sy.

この定義は，集合 X 上の二項演算 ◁を，x ◁ y := sy(x)で定義すると，二項演算による (右分配則
を仮定した) カンドルの定義と一致する．対称空間 X の点 x における点対称を sx とすると，写像
s : X → Map(X,X)によって X 上のカンドル構造が定まる [5]．以下，対称空間とは限らないカン
ドルに対しても，写像 sx : X → X を x における点対称と呼ぶ．カンドル (X, sX), (Y, sY ) に対し
て，写像 f : X → Y が任意の x ∈ X に対して，f ◦ sx = sf(x) ◦ f を満たすとき，f をカンドル準同
型という．また，全単射なカンドル準同型をカンドル同型といい，カンドル同型があるとき，二つの
カンドルは同型であるという．
カンドル X に対して，X 上のカンドル同型全体の集合 Aut(X) は，写像の合成によって群とな
り，X の自己同型群という．自己同型群 Aut(X)が推移的に作用するとき，X は等質であるという．
特に，カンドルの公理から，点対称はカンドル同型である．カンドルX の点対称たち {sx}が生成す
る Aut(X)の部分群 Inn(X)を内部自己同型群という．内部自己同型 Inn(X)が推移的に作用すると
き，X は代数的連結であるという．代数的連結なカンドルは等質である．次の群作用を用いてカン
ドルにオイラー標数を定義する．

定義 2.2. カンドル X に対して，{sx ◦ sy | x, y ∈ X} が生成する Aut(X) の部分群 Dis(X) を
displacement群という．

displacement群は transvection groupなどとも呼ばれ，様々な良い性質を持つことが知られてい
る．詳細は [2]などを参照せよ．displacement群の作用を用いて，カンドルのオイラー標数を次で定
義する．

定義 2.3. カンドル X のカンドルオイラー標数 χQdle(X)を次で定義する：

χQdle(X) := inf{#Fix(g,X) | g ∈ Dis(X)}.

ここで，#Aは集合 Aの濃度，Fix(g,X)は g の作用の X における固定点集合を表す．

3 対称空間のカンドルオイラー標数
まず典型的な具体例として n次元球面を考える．

例 3.1. 球面 Sn := {x ∈ Rn+1 | |x|2 = 1}は次で定義される点対称 sによって対称空間となる:

sp(x) := 2⟨x, p⟩p− x,



ここで，⟨·, ·⟩ は Rn+1 の標準内積である．このとき，内部自己同型群 Inn(Sn) と displacement 群
Dis(X)は以下の通りである：

Inn(Sn) =

{
SO(n+ 1) n: 偶数
O(n+ 1) n: 奇数 , Dis(Sn) = SO(n+ 1).

ここで，Dis(Sn)の元 g は，次元に応じて以下の形の元に Dis(X)内で共役である：

g ∼共役
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(Rθ ∈ SO(2)).

一般的な θi をとると，Sn 上の固定点の数は，nが偶数のときは 2個，nが奇数のときは固定点が 0

個となることがわかる．固定点の数は共役で不変なので，g の固定点の数も同じである．よって，球
面のカンドルオイラー標数は位相空間としてのオイラー標数と等しい．

この例を一般化することで，コンパクト Riemann対称空間のカンドルオイラー標数は，位相空間
としてのオイラー標数に一致することがわかる．その鍵となるのは次の Hopfと Samelsonの結果 [1]

である．位相空間 X のオイラー標数を χTop(X)と書く．

命題 3.2 ([1], [6]). M をコンパクト Lie群 Gの等質空間とする．また，T を Gの極大トーラスと
して，その生成元 t0 を取る．このとき，次が成り立つ：

χTop(M) = #Fix(T,M) = #Fix(t0,M).

χQdle をオイラー標数と呼ぶ理由は次の定理が成り立つからである．

定理 3.3. 連結コンパクト Riemann対称空間 X に対して，

χQdle(X) = χTop(X).

定理 3.3の証明の概略は以下の通りである．

1. 連結コンパクト Riemann対称空間 X の Dis(X)は連結コンパクト Lie群であることを示す．
2. 連結 Riemann対称空間 X は Dis(X)の等質空間，つまり X はカンドルとして代数的連結で
あることを示す．

3. 命題 3.2を適用する．

4 カンドルオイラー標数の例
この節では，具体的なカンドルに対する計算例を紹介する．



例 4.1. X を空でない集合する．X 上の点対称を sx := idで定義する．このとき，(X, s)を自明カ
ンドルといい，カンドルオイラー標数は X の濃度 #X と一致する．

例 4.2. 自然数 n > 2に対して，Z/nZ上の点対称を sx(y) := 2x − y と定義し，Rn := (Z/nZ, s)
を二面体カンドルという．Rn の各点を正 n角形の頂点とみなすと，円周 S1 の離散部分カンドルと
みなせる．Rn のカンドルオイラー標数は，円周の位相空間としてのオイラー標数と同じく 0となる．

例 4.3. 群 G上の点対称を sx(y) := xy−1xで定義し，Core(G) := (G, s) を G上のコアカンドルと
いう．一般に，コアカンドルとしての点対称によって，Lie群は対称空間とみなされる．Core(G)が
非自明カンドルのとき，つまり，Gが Z/2Zのいくつかの直積と同型でないとき，カンドルオイラー
標数は非自明な連結コンパクト Lie群のオイラー標数と同じく 0になる．

例 4.4. 群 Gと群の自己同型写像 σ : G → Gに対して，G上の点対称を sx(y) := σ(yx−1)xで定義
し，GAlex(G, σ) = (G, σ) を一般化 Alexanderカンドルという．GAlex(G, σ)が非自明，つまり σ

が恒等写像でないとき，カンドルオイラー標数は 0となる．
一般化 Alexander カンドルは等質カンドルである．また，任意の等質カンドルは，ある一般化

Alexanderカンドルからの全射カンドル準同型を持つ．カンドルのオイラー標数は，非自明なカンド
ルが一般化 Alexanderカンドルであるかの判定条件を与えている．

例 4.5. n次元球面 Sn の離散部分カンドル DSn := {±ei | i = 1, . . . , n+ 1}を離散 n-球面とよぶ．
ここで，{ei}は Rn+1 の標準基底である．離散 n-球面のカンドルオイラー標数は

χQdle(DSn) = χTop(Sn) =

{
2 if n: 偶数,

0 if n: 奇数.

5 カンドルオイラー標数の性質
この節では，カンドルオイラー標数の一般的性質として，位相空間のオイラー標数に似た性質を紹

介する．
X1 = (X1, s

1), X2 = (X2, s
2)をカンドルとする．このとき，直積集合 X1 ×X2 上に

s(x1,x2)(y1, y2) := (s1x1
(y1), s

2
x2
(y2))

によってカンドル構造が定まり，X1 ×X2 = (X1 ×X2, s)を X1 と X2 の直積カンドルという．キ
ネットの公式から，CW 複体の直積のオイラー標数は，それぞれのオイラー標数の積となることが
知られている．カンドルのオイラー標数についても同様に次が成り立つ．

定理 5.1. カンドル X1, X2 に対して次が成り立つ：

χQdle(X1 ×X2) = χQdle(X1)× χQdle(X2).

また，直和集合 X1 ⊔X2 上に

sx(y) :=

{
y if {x, y} ̸⊂ Xi,

six(y) if {x, y} ⊂ Xi.



によってカンドル構造が定まり，X1 ⊔free X2 = (X1 ⊔X2, s) をX1 とX2 の interaction-free union

という．位相空間の直和のオイラー標数は，それぞれのオイラー標数の和になることが知られてい
る．interaction-free union のカンドルオイラー標数は，オイラー標数の和によって上から評価で
きる．

定理 5.2. カンドル X1, X2 に対して次が成り立つ：

χQdle(X1 ⊔free X2) ≤ χQdle(X1) + χQdle(X2).

定理 5.2の不等式で，等号が成り立たない例を Inn(X)がアーベル群であるような等質カンドルで
構成することができる．
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